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Zur Frage von Ausdruck und Normgiiltigkeit mathematischer Regeln in
Mesopotamien'!

Hagan Brunke

(Freie Universitét Berlin)

Zusammenfassung

Es besteht ein Zusammenhang zwischen dem Grad an Fundamentalitit einer mathemati-
schen Regel, der Explizitheit ihres Aufscheinens im Textbefund, und ihrem Mafl an Norm-
gliltigkeit: Je weniger grundlegend eine Regel ist, desto expliziter ist sie formuliert; je kom-
plexer sie ist, desto weniger zwingend ist sie. Entsprechend sind die Algorithmen in den
Aufgabentexten eher Moglichkeiten denn Vorschriften. Illustriert wird dieser Umstand an-
hand eines Beispiels zweier ginzlich verschiedener Losungsverfahren fiir dieselbe Aufgabe
auf derselben Sammeltafel.

1 Allgemeines

Um mathematische Regelsysteme mit anderen Regelsystemen, beispielsweise rechtlichen, ver-
gleichen zu koénnen, ist zunéchst zu kliren, was unter einer mathematischen Regel verstanden
werden soll. Das bedeutet zum einen die Frage, was im altorientalischen Kontext iiberhaupt als
“mathematisch” gelten soll, insbesondere also, welche Textgattungen zu betrachten sind. Und
zum anderen, welche Typen von mathematischen Regeln es gibt.

1.1 Textevidenz

“Mathematische Texte”. In der Altorientalistik und der altorientalischen Wissenschaftsge-
schichte ist der Begriff “mathematischer Text”? weniger iiber den mehr oder weniger mathema-
tischen Inhalt definiert, sondern ganz praktisch iiber die Zugehorigkeit zu einem der folgenden
Textformate:® (a) Aufgabentexte (engl. “problem texts”)?*, (b) arithmetische und metrologische
Tabellentexte®, (c) Koeffizientenlisten®.

Diesen Texten, die im Zusammenhang mit der Schreiberausbildung stehen und die deshalb in der
Regel als “Schultexte” angesprochen werden, stehen solche gegeniiber, die die Anwendung der/
des in diesen Texten vermittelten Kenntnisse/Wissens/Praktiken in der Praxis dokumentieren.
Es sind das vor allem administrative Texte (“Wirtschaftsurkunden”). Gerade im Zusammenhang
mit der Frage nach Regelchararkter und Normgiiltigkeit erweist sich die Beschrankung auf die
eben angefithrten, in der Fachliteratur als “mathematisch” bezeichneten Texte als hinderlich.
Zum einen, weil in ihnen viele solche praxisbezogenen, in administrativen Texten allgegenwéarti-
gen (impliziten) Regeln fehlen. Zum anderen, weil sich der Regelcharakter von etwas und weiter
die Normgiiltigkeit der Regel nicht bereits aus seinem bloflen Geltungsanspruch ergibt, sondern
erst durch seine allgemeine Anerkennung als Regel (also durch Anerkennung dieses Anspruchs)
und weiter durch deren Annerkennung als Norm, die wiederum sich in der tatséchlichen und
moglichst ausschlieBlichen Verwendung in der Praxis manifestiert.” Soweit die administrativen
Texte die praktische Anwendung mathematischer Regeln (insbesondere z.B. die Verwendung
technischer Konstanten und Leistungsparameter) reflektieren, sollen sie deshalb im Rahmen die-
ser Betrachtungen ebenfalls als “mathematisch” angesehen und beriicksichtigt werden. Das be-



trifft insbesondere das umfangreiche Corpus der neusumerischen® administrativen Texte. Zwei
Beispiele werden kurz vorgestellt: Feldpline und Wertdquivalenzen.

Feldplidne. Diese Urkunden dokumentieren Erfassung und Berechnung von landwirtschaftlich
genutzten Feldflichen, deren Lingenausdehnung bis zu mehrere Kilometer betragen hat. Diese
Texte sind impliziter Reflex der Grundregel (s.u.) der Additivitit des MaBes (vgl. Fufinote 18),
der zufolge der Inhalt eines Flichenstiicks berechnet werden kann, indem man das Flichenstiick
in Teilfldchenstiicke zerlegt, deren Inhalte berechnet und die Ergebnisse addiert. Das allgemeine,
standardisierte Muster dieser Texte ist das folgende:® Zunichst wird das Feld durch eine aus
annéhernd rechtwinklig-trapezformigen Vierecken zusammengesetzte Figur (sum. temen “Ba-
sis”) in seinem Innern approximiert (die Basis kann an einzelnen Stellen iiber das eigentliche
Feld hinausragen, in welchem Fall die iiberstehenden Teile nachtréglich abgezogen werden). Der
iiber die Basis hinausragende Rest der Feldfliche (sum. bar “Auferes”), wird in einfach zu be-
rechnende Fléchenstiicke, ndmlich (ann&hernd) rechtwinklige Dreiecke und Trapeze zerlegt. Die
Kantenldngen der so entstehenden Teilfiguren werden entlang der Kanten angeschrieben, die
daraus berechneten Fldcheninhalte im Innern der Basis bzw. (fiir die Teilstiicke des Auenbe-
reichs) auflerhalb der Feldfigur, mit Schreibrichtung von innen nach auflen. Die Flidcheninhalte
der Teilstiicke, aus denen die Basis zusammengesetzt ist, werden nach einem speziellen Verfahren
zweimal berechnet (einmal “richtig herum” und einmal “auf dem Kopf stehend” angeschrieben)
und anschliefend gemittelt.'® Ein Beispiel zeigt Abbildung 1.1

Wertédquivalenzen. Ein charakteristisches Merkmal der Verwaltung administrativer Haushal-
te (z.B. Palast, Tempel) ist die Verwendung von BezugsgroBen-Aquivalenten zur Erfassung des
Gesamtwertes grofler Mengen ein- oder ausgelieferter Waren. Bei diesen Waren handelt es sich
hiufig um Getreide, Getreidefolgeprodukte und diverse daraus erzeugte Lebensmittel, die Be-
zugsgroBe ist dann hauptséchlich Gerste. Jedes Produkt hat einen festen, iiber die Zeit konstanten
Gerste-Aquivalentwert.'? Der Gesamtwert einer Warenlieferung wird dann im Gerste-Aquivalent
angegeben. Die Texte folgen einem regelhaften Schema, sowohl im Hinblick auf die Anordnung
der Produkte!'? wie auch im Bezug auf die rechentechnische Gliederung.!* Im Hinblick auf die
Ausfiihrlichkeit der Darstellung gibt es gewisse Freiheiten, dhnlich wie in den mathematischen
Aufgabentexten: in manchen Texten werden mehr Zwischenschritte explizit notiert als in an-
deren. Die umfangreicheren dieser Texte sind strukturell recht komplex.!® Eine schematische
Analyse eines solchen Texts zeigt Abbildung 2.

1.2 Mathematische Regeln

Es erweist sich als sinnvoll, bei den mathematischen Regeln zwischen Grundregeln und abgelei-
teten Regeln zu unterscheiden.'®'7 Die Begriffe sollen wie folgt verstanden werden:

1. Mathematische Grundregeln (Grundtatsachen) sind unmittelbar als richtig (giiltig, wahr)
erkannte oder auch einfach vorausgesetzte/angenommenene/unterstellte Tatsachen (in heu-
tiger Sprechweise etwa “Axiome”)'® sowie (ggf. sekundir) getroffene Ubereinkiinfte bzw.
Festsetzungen.'®

2. Abgeleitete Regeln sind aus Grundregeln oder aus anderen (einfacheren) abgeleiteten Re-
geln abgeleitet, folgen also aus ihnen durch mathematisches Schlieen.?? Abgeleitete Regeln
konnen sehr unterschiedlich komplex sein, je nachdem, ob sie direkt aus den Grundregeln
abgeleitet sind?' oder mehrerer oder gar vieler Teil- bzw. Zwischenschritte bediirfen, wie



beispielsweise die komplexen Algorithmen zur Losung quadratischer Gleichungssysteme,
von Feldteilungsproblemen etc. Letztere sind es, die aufgrund ihres dann auch differenzier-
teren sprachlichen Niederschlags (in den Aufgabentexten) in den anderen Beitriigen dieses
Bandes vorzugsweise behandelt werden.

Als Regelsystem kann man eine Gruppe thematisch/inhaltlich zusammengehériger oder aufein-
ander bezogener Regeln verstehen.?? Ein solcher Aufeinander-Bezug kann ggf. wieder als (iiber-
geordnete, Meta-) Regel begriffen werden, was aber hier nicht weiter verfolgt wird.?3

Neben die “eigentlichen” mathematischen Regeln kénnte man als Methodenregeln/Schlussregeln
die beiden grundlegenden Herleitungsprinzipien Mittelung und Analogiebildung®* (und ggf. wei-
tere) stellen.?®

Es scheint, dass das Konzept der unmittelbar als giiltig erkannten oder angenommenenen Grund-
tatsachen (“Axiome”) in gewisser Weise mit dem des iiberpositiven Rechts im Sinne (nicht ver-
schriftlichter) rechtlicher Fundamentalien vergleichbar ist. In diesem Sinne schlage ich folgende
Entsprechung zwischen mathematischen und rechtlichen Regeln vor:2°

Grundregeln/Grundtatsachen — natiirliches/iiberpositives Recht
(ohne Festsetzungen)

Festsetzungen und abgeleitete Regeln — positives Recht

2 Manifestation und Giiltigkeitsanspruch

Im Folgenden geht es um die Frage, auf welche Weise sich mathematische Regeln im Textbefund
manifestieren und welcher Zusammenhang zwischen Ausdruck und (dem Mafl an) Normgiiltig-
keit besteht. In diesem Zusammenhang ist es von entscheidender Bedeutung, dass etwas (z.B.
eine Aussage dariiber, wie etwas ist oder sein kann bzw. soll) nicht bereits aufgrund des ihr
innewohnenden Geltungsanspruchs (also dadurch, dass es als solche postuliert und ggf. explizit
niedergeschrieben ist) eine Regel ist, sondern erst dadurch, dass dieser Geltungsanspruch (und
damit der Regelcharakter von etwas) innerhalb der diesbeziiglich relevanten Gruppe von Personen
allgemein anerkannt wird; und dass eine Regel erst dadurch zur Norm wird (d.h. Normgiiltigkeit
besitzt), wenn sie im “mathematischen Alltag”, in der téglichen einschlidgigen Praxis tatséchlich
angewandt wird, und zwar (zumindest fast) ausschlielich (vgl. Abschnitt 1.1 oben), also wieder-
um durch die allgemeine Anerkennung, diesmal als Norm.?” Entsprechend ist die Normgiiltigkeit
einer Regel fiir uns erst dann erkennbar, wenn Textbefund (oder anderer gleichwertiger Befund)
aus der Praxis vorliegt, der ihre (zumindest fast) sténdige und ausschlieliche Verwendung in
einem bestimmten Kontext belegt. Damit kann dann aber auch eine mathematische Regel und
ggf. ihre Normgiiltigkeit sogar dann als solche erkennbar sein, wenn sie nirgendwo explizit als
solche formuliert ist (implizite Regel),?® sofern nur hinreichende Evidenz fiir ihre (fast) stéindige
und ausschlielliche Verwendung vorliegt.

Wichtig ist nun, dass der sprachliche Ausdruck oder gar dessen genaue grammatikalische Aus-
prigung dabei a priori unerheblich ist.??:30 Erheblich und die Anerkennung als geltende Norm
massiv unterstreichend ist es allerdings, wenn (a) im Falle der Existenz sprachlichen Ausdrucks
dieser immer derselbe ist, oder (b) im Falle volligen Fehlens von sprachlichem Ausdruck (z.B. in
den neusumerischen Feldplénen, s.o0.), die nicht-sprachliche formale Erscheinung immer dieselbe
ist; in jedem Fall also die Regelhaftigkeit des Erscheinungsbildes, die Existenz eines einheitlichen
Musters der Darstellung. Dies ist administrativen Texten und z.B. Prozessurkunden gemeinsam.



Es scheint, dass sich ein Zusammenhang feststellen lésst zwischen der Komplexitéit einer Regel,
ihrem sprachlichen Ausdruck bzw. ihrer Explizitheit, und dem Mafl an Normgiiltigkeit. Wahrend
die “Axiome” unter den Grundregeln und méglicherweise auch die Festsezungen (Abschnitt 1.2)
niemals explizit als Regeln formuliert sind,?'32 sind die abgeleiteten Regeln teils explizit als
Regeln formuliert (z.B. durch Angabe der relevanten Gréfien in den Koeffizientenlisten, wie im
Fall der Regeln zur Berechnung der Flicheninhalte regulérer Polygone), teils nur implizit (durch
Anwendung in Aufgabentexten oder auch administrativen Texten, letzteres z.B. im Fall der
Regel zur Berechnung des Flicheninhalts eines allgemeinen (irreguléiren) Vierecks).33 Die kom-
plexen abgeleiteten Regeln finden sich immer explizit ausformuliert in den Losungsalgorithmen
der Aufgabentexte. Charakteristisch (wenn auch nicht zwingend) fiir sie sind Riickbeziige und
verweisende Elemente (gewissermaflen als “Variablenersatz”).3*

Die Grundregeln sind in der Regel zwingende Normen (d.h. als alleingiiltig anerkannt), da per
“fundamentaler Einsicht” oder Festlegung (diese wiederum wohl in der Regel aus empirischem
Befund gewonnen) etabliert, so z.B. die geometrischen Koeffizienten und Materialkonstanten in
den Koeffizientenlisten, Arbeitspensa (in Koeffizientenlisten und administrativen Texten) und
Wertiquivalenzen (in administrativen Texten).?® Dagegen sind die komplexeren abgeleiteten Re-
geln, also z.B. Losungsverfahren zu mathematischen Problemstellungen, freier. Es handelt sich
damit eher um Loésungsmdglichkeiten als um zwingende Vorgaben, siehe das Beispiel in Ab-
schnitt 3 unten. Das scheint mir ein wesentlicher inhaltlicher Unterschied zu rechtlichen Regeln/
Rechtsnormen zu sein, der bei Fixierung auf den sprachlichen Ausdruck vélig untergeht.

Zusammenfassend sind die beiden wesentlichen Thesen der obigen Ausfiihrungen, dass

1. mathematische Regeln bzw. ihre Etablierung als Normen durch Kontexte erfolgen kénnen/
kann, die nicht im eigentlichen Sinne sprachlich sind, zumindest nicht in erster Linie, son-
dern z.B. durch (nichtsprachliche) regelhaft wiederkehrende formale Strukturen, also durch
Form statt durch sprachlichen Ausdruck. Beispiele sind die altbabylonischen Koeffizien-
tenlisten, die Wertdquivalenz-Umrechnungen von Getreideprodukten in die Grundeinheit
Gerste in den neusumerischen Wirtschaftsurkunden, und — als Evidenz “vollig nichtsprach-
licher Regelsysteme” — die neusumerischen Feldpléne;

2. dort, wo mathematische Regeln vermittels sprachlicher Elemente formuliert werden (Lo-
sungsverfahren in den Aufgabentexten), sie (trotz der hiufigen Verwendung von Imperati-
ven) in vielen Fillen nicht als bindend oder zwingend zu verstehen sind, sondern als jeweils
eine von ggf. mehreren Moglichkeiten, was sie von rechtlichen Regeln wesentlich unterschei-
den diirfte. Es liegt in der Natur der Sache, dass der zwingende Charakter einer Regel mit
zunehmender Komplexitdt abnimmt. Als besonders augenfilliges Beispiel werden unten
(Abschnitt 3) zwei konzeptionell vollig verschiedene Losungsverfahren ein und derselben
Aufgabe (auf derselben Tafel) vorgestellt.

3 Beispiel: Quadratische Gleichungssysteme

Das angekiindigte Beispiel fiir den nicht-zwingenden Charakter komplexer abgeleiteter Regeln
sind zwei Aufgaben zu — in moderner Terminologie — quadratischen Gleichungssystemen auf
der altbabylonischen Sammeltafel BM 13901. Es handelt sich um zwei verschiedene, sogar konzep-
tionell komplementéire Losungswege (Vervielfachung vs. Teilung einer charakteristischen Figur
bzw. Grofe) fiur dasselbe mathematische Problem. Die erste der beiden betrachteten Aufgaben
ist BM 13901, Nr. 18 (RS i 39-49):36



39) a-8a3 Sa-la-a§ mi-it-ha-ra-ti-ia ak-mur-ma 23 20

40)  mi-it-har-tum ugu mi-it-har-tim 10 i-te-er

41) 10 $a i-te-ru a-na 01 ta-na-§i 10 a-na 02 ta-na-5i 20 ug 20
42) 06 40-e 10 ug 10 tu-us-ta-kal 01 40 a-na 06 40 tu-sa-ab 08 20
43) libs-ba 23 20 ta-na-sas-ah-ma 15 a-na 03 mi-it-ha-ra-[ti]

44)  ta-na-§i 45 ta-la-pa-at 10 us 20 ta-ka-mar-ma

45) 30 ug 30 tu-us-ta-kal 15 a-na 45 tu-sa-ab-ma

46) 0l-e 01 ibs-sag 30 $a tu-us-ta-ki-lu ta-na-sag-ah-ma 30 ta-la-pa-at
47)  igi-03 mi-it-ha-ra-ti 20 a-na 30 ta-na-§i 10 mi-it-har-tum

48) 10 a-na 10 tu-sa-ab-ma 20 mi-it-har-tum ki-2 10 a-na 20

49)  tu-sa-ab-ma 30 mi-it-har-tum ki-3

Die nachstehende Ubersetzung folgt nicht der Zeileneinteilung des Akkadischen Texts, die sich
(wie in diesen Texten iiblich) nicht an einer durch die einzelnen mathematischen Schritte bzw.
Operationen gegebenen inhaltlichen Gliederung orientiert, sondern gewissermafen als “Spaghetti-
Code” daherkommt. Stattdessen wird die Ubersetzung jedes einzelnen Schrittes in einer eigenen
Zeile gegeben, die mit den Buchsteben A bis T bezeichnet sind. Ergéinzungen und Erlduterun-
gen, die das Verstéindnis der sehr knapp gehaltenen Ausfithrungen®’ erleichtern sollen, sind in
Klammern gesetzt. Die Sexagesimalzahlen des Originals sind in Dezimalzahlen umgerechnet.3®:39

Ich habe die Flichen meiner drei Quadrate addiert und 1400 (ist das Ergebnis).
Quadratseite tiberragt Quadratseite um 10.

(Diese) 10, die iibersteht, nimmst du einmal.

Du nimmst (diese) 10 zweimal.

(Die resultierende) 20 und (die resultierende) 20 (multipliziert ergeben) 400.

Du multiplizierst 10 (aus Schritt C) und 10 (aus Schritt C).

Du addierst (die resultierende) 100 zu (der) 400 (aus Schritt E).

Du ziehst (die resultierende) 500 von 1400 (der Summe der drei Quadrate) ab

und multiplizierst (die resultierende) 900 mit drei (, der Anzahl der) Quadrate(n).

Du schreibst (die resultierende) 2700 hin.

Du addierst 10 (aus Schritt C) und 20 (aus Schritt D)

und multiplizierst (die resultierende) 30 und (die resultierende) 30.

Du addierst (die resultierende) 900 zu 2700 (aus Zeile J)

und die Quadratwurzel aus (der resultierenden) 3600 ist 60.

(Von dieser 60) ziehst du die 30, die du (in Schritt L) quadriert hast, ab

und schreibst (die resultierende) 30 hin.

Das Inverse von 3 (, der Anzahl der) Quadrate(n), 2, multiplizierst du mit (der) 30 (aus
Zeile P).

(Die resultierende) 10 ist die (erste) Quadratseite.

Du addierst 10 (gegeben in Zeile B) zu 10 (aus Schritt R) und (die resultierende) 20 ist
die zweite Quadratseite.

Du addierst 10 (gegeben in Zeile B) zu 20 (aus Schritt S) und (die resultierende) 30 ist
die dritte Quadratseite.
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Gegeben sind also drei Quadrate unbekannter Grofle sowie die Information, dass sich die Sei-
tenldngen um je 10 unterscheiden und dass die Summe ihrer Flichen 1400 betrigt. Gesucht sind
die Seitenldngen der drei Quadrate. In moderner Ausdrucksweise geht es also um die Losung
eines Systems von drei Gleichungen, ndmlich



(i) 22+y?+22=4
(7)) y=xz+D> (1)
(iid) z=y+b

in drei Unbekannten (den Seitenlingen) x,y, z, hier mit den konkreten Zahlenwerten A = 1400
fiir die Gesamtfliche und b = 10 fiir die Differenzen zwischen den Seitenlingen.*® Es ist wichtig
zu bemerken, dass die Richtigkeit des Losungsverfahrens von den konkreten Zahlenwerten (1400
und 10) nicht abhéngt, sondern ganz allgemein gilt, wie man an der geometrischen Erlduterung
unten sehen kann. Auch ist beachtenswert, dass (wie in in solchen Aufgaben hiufig) Lingen-
und Fldchenangaben ohne Mafleinheiten, sondern unterschiedslos als reine Sexagesimalzahlen
angegeben werden, was ein recht hohes Mafl an Abstraktion anzeigt.

Der Verdeutlichung des Losungsverfahrens soll eine graphische Interpretation dienen, in der die
einzelnen Schritte durch Zerlegung, Beschneidung und Neuzusammensetzung von geometrischen
Figuren erfolgen.*! Die gezeigten Figuren sind nicht mafstabstreu im Hinblick auf die im Text
gegebenen Zahlenwerte, um zu verdeutlichen, dass die Richtigkeit des Verfahrens von diesen
konkreten Werten nicht abhéngt.

Die Gesamtfldche, also die Summe der drei Quadratfléichen, lisst sich wie folgt darstellen. In
der Abbildung rechts sind die “Uberschiisse” des zweiten und dritten Quadrates gegeniiber dem
ersten in verschiedenen Graustufen wiedergegeben:

b

Y Y Y Y Y

T T +b T+ 2b T T

In Schritt H werden die zwei kleinen Quadrate (mit den Seitenldngen b und 2b) aus den rechten
oberen Ecken des zweiten und dritten Quadrates entfernt:

Die verbleibenden Teile der Figur konnen folgendermaflen umgeordnet werden:



In Schritt I wird diese Figur dreimal genommen. Das Ergebnis kann folgendermafien angeordnet
werden:

r _

3r+b+2b <

3x+b+2b

Die Addition eines Quadrates der Seitenlinge b+ 2b (Schritt M) liefert ein vollstéindiges Quadrat
der Seitenlidnge 3x + b + 2b:



b+ 2b

J» b+ 2b

Ziehen der Wurzel aus diesem Quadrat (Schritt N) liefert seine Seitenlinge, 3z + b + 2b. Durch
Subtraktion von b+2b (Schritt O) erhélt man 3z und als dessen dritten Teil (Schritt Q) schlielich
x, die kleinste der drei gesuchten Seitenlingen. Sukzessive Addition von b, dem Uberschuss von
y gegeniiber & und von z gegeniiber y, (Schritte S und T) liefern die Seitenlédngen des zweiten
und dritten Quadrates, y und z.

Wichtig ist nun, dass die Zahl 3, mit der bzw. ihrem Inversen Zwischenergebnisse multipliziert
werden (Schritte I und Q), im Text explizit als “(Anzahl der) Quadrate” (Zeilen 43 und 47: 3
mitharati) angesprochen wird, was darauf hindeutet, dass man um die Verallgemeinerbarkeit
des Verfahrens auf analoge Probleme mit anderen Anzahlen von Quadraten wusste, in denen fiir
diese “(Anzahl der) Quadrate” dann der entsprechende Wert anzusetzen wire.*> Im Fall von n
Quadraten ist also das Gleichungssystem

Y = A
Tig1 = m+b fir ie{l,...,n—1}

(2)

zu losen.*® Fiir eine graphische Darstellung analog der oben gegebenen fiir den Fall n = 4
siehe Anhang A. Insbesondere funktioniert das Verfahren aber auch fiir den Fall lediglich zweier
Quadrate (also n = 2), wie die folgenden Abbildungen analog zu oben veranschaulichen:

Die zwei Quadrate:

Entfernen des kleinen Quadrats in der rechten oberen Ecke des zweiten Quadrats:



Die Figur wird zweimal (der Anzahl der Quadrate) genommen und das Ergebnis umgeordnet:

Das Resultat wird zu einem vollstindigen Quadrat ergénzt:

Anschlieflend wird aus diesem vollstéindigen Quadrat die Wurzel gezogen und analog zu oben die
beiden Seitenléngen berechnet.

Allerdings wird in einem anderen Abschnitt auf derselben Tafel ein vollig anderes, in gewisser
Weise sogar konzeptionell entgegengesetztes Verfahren zur Losung genau dieses Problems fiir den
Fall von zwei Quadraten angewandt:** BM 13901, Nr. 9 (VS ii 3-10).%°

a-8ag §i-ta mi-it-ha-ra-ti-ia ak-mur-ma 21 40

mi-it-har-tum ugu mi-it-har-tim 10 i-te-er

ba-ma-at 21 40 te-he-pi-ma 10 50 ta-la-pa-at

ba-ma-at 10 te-he-pi-ma 05 ug 05 tu-us-ta-kal

25 libg-bi 10 50 ta-na-sag-ah-ma 10 25-e 25 ibs-sas

25 a-di $i-ni-Su ta-la-pa-at 05 Sa tu-us-ta-ki-lu

a-na 25 i5-te-en tu-sa-ab-ma 30 mi-it-har-tum

05 libg-bi 25 $a-ni-im ta-na-saz-ah-ma 20 mi-it-har-tum $a-ni-tum
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Ich habe die Flichen meiner zwei Quadrate addiert und 1300 (ist das Ergebnis).
Quadratseite tiberragt Quadratseite um 10.

Du brichst die Hilfte von 1300 (aus Zeile A) ab

und schreibst (die resultierende) 650 hin.

Du brichst die Hélfte von 10 (aus Zeile B) ab

und multiplizierst (die resultierende) 5 und (die resultierende) 5.

Du reifit (die resultierende) 25 aus 650 (aus Zeile D) heraus.

(Aus der resultierenden) 625 (ist) 25 (die) Quadratwurzel.

Du schreibst (diese) 25 zweimal hin.

Du addierst die 5, die du (in Schritt F') quadriert hast, zu der einen 25 (aus Zeile I)
und (die resultierende) 30 ist (die erste) Quadratseite.

Du ziehst (die) 5 (die du in Schritt F quadriert hast) von der zweiten 25 (aus Zeile I) ab
und (die resultierende) 20 ist die zweite Quadratseite.

ECFRsoELREEamE

Es geht also um das Gleichungssystem

(i) 22+y?=A

(it) y=axz+0b, ®)

diesmal mit den konkreten Zahlenwerten A = 1300 und b = 10. Es folgt die graphische Veran-
schaulichung dieses Verfahrens.46

Der “Uberschuss” (grau) des zweiten (gréBeren) Quadrates gegeniiber dem ersten besteht aus
den zwei hellgrauen rechteckigen Streifen der Dicke b (und der Linge x) und dem kleinen dun-
kelgrauen Quadrat mit Kantenlénge b:

Fb

. AN J . AN J
Y Y Y Y ‘j_"

x z+0b x x b

Die Gesamtfigur (bzw. deren Fliche) kann halbiert werden (“du brichst die Hilfte von A ab”,
Zeile C), indem eines der beiden (gleichgrofien) weilen Quadrate, die Hélfte eines jeden der
beiden hellgrauen Streifen und zwei Viertel des kleinen dunkelgrauen Quadrats entfernt werden.

Fb

Jedes der beiden verbleibenden dunkelgrauen Teilquadrate hat die Seitenlinge 2 (im konkreten
Zahlenbeispiel also 5) und damit den Flicheninhalt (2)? (im konkreten Zahlenbeispiel also 25).
In Schritt G wird eines von ihnen entfernt (“du reifft 25 aus 650 heraus”), z.B. das duflere. Es
verbleibt ein Quadrat der Seitenlinge x + g:
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Ziehen der Quadratwurzel daraus (Schritt H) liefert die Seitenldnge, x+ g. Dieses Zwischenergeb-
nis wird “zweimal hingeschrieben” (Schritt I) und anschlieend zwei verschiedenen Operationen
unterzogen: Addition von % (Schritt J) liefert = +b, die Seitenléinge des grofieren Quadrates (Zei-
le K); Subtraktion von % (Schritt L) hingegen liefert z, die Seitenléinge des kleineren Quadrates
(Zeile M).

A Vier Quadrate

Im Folgenden soll die Verallgemeinerbarkeit des in BM 13901, Aufgabe 18 (Abschnitt 3) fiir den
konkreten Fall n = 3 ausgefithrten Verfahrens zur Losung des Gleichungssystems (2) (Seite 9)
auf beliebige Werte fiir n durch véllig analoge Behandlung des Falles n = 4, also des Gleichungs-
systems

(i) 22+y*+224+w?=A

(5) y=x+b

(tit) z=y+b @
(lv) w=2z+b

in den jetzt vier Unbekannten (Seitenlingen) z,y, z, w illustriert werden.*” Fiir die Gesamtfliche
der vier Quadrate und die Differenzen zwischen den Seitenléingen werden diesmal willkiirlich
die Werte A = 5400 und b = 10 gew#hlt. Ein hypothetischer, analog zu BM 13901, Nr. 18
formulierter Aufgabentext konnte beispielsweise folgendermaflen lauten:

Ich habe die Flichen meiner vier Quadrate addiert und 5400 (ist das Ergebnis).
Quadratseite liberragt Quadratseite um 10.

(Diese) 10, die iibersteht, nimmst du einmal.

Du nimmst (diese) 10 zweimal.

Du nimmst (diese) 10 dreimal.

(Die resultierende) 30 und (die resultierende) 30 (multipliziert ergeben) 900.
Du multiplizierst 20 (aus Schritt D) und 20 (aus Schritt D).

Du addierst (die resultierende) 400 zu (der) 900 (aus Schritt F).

Du multiplizierst 10 (aus Schritt C) und 10 (aus Schritt C).

Du addierst (die resultierende) 100 zu 1300 (Resultat aus Schritt H).

Du ziehst (die resultierende) 1400 von 5400 (der Summe der vier Quadrate) ab
und multiplizierst (die resultierende) 4000 mit vier (, der Anzahl der) Quadrate(n).
Du schreibst (die resultierende) 16000 hin.

Du addierst 10 (aus Schritt C) und 20 (aus Schritt D) und 30 (aus Schritt E)
und multiplizierst (die resultierende) 60 und (die resultierende) 60.

OZErXc_IOTMmMONw>
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Du addierst (die resultierende) 3600 zu 16000 (aus Zeile M)

und die Quadratwurzel aus (der resultierenden) 19600 ist 140.

(Von dieser 140) ziehst du die 60, die du (in Schritt O) quadriert hast, ab

und schreibst (die resultierende) 80 hin.

Das Inverse von 4 (, der Anzahl der) Quadrate(n), 15:60, multiplizierst du mit (der) 80 (aus

Zeile S).

(Die resultierende) 20 ist die (erste) Quadratseite.

Du addierst 10 (gegeben in Zeile B) zu 20 (aus Schritt U) und (die resultierende) 30 ist die

zweite Quadratseite.

W:  Du addierst 10 (gegeben in Zeile B) zu 30 (aus Schritt V) und (die resultierende) 40 ist die
dritte Quadratseite.

X: Du addierst 10 (gegeben in Zeile B) zu 40 (aus Schritt W) und (die resultierende) 50 ist die

vierte Quadratseite.

TR0

<<

Die Gesamtfliche wird analog zu oben folgendermafen dargestellt, rechts mit den Uberschiissen
des zweiten, dritten und vierten Quadrates gegeniiber dem ersten in verschiedenen Graustufen:

—
z T+b x+2b x + 3b

In Schritt K werden die drei kleinen Quadrate (mit den Seitenlédngen b, 2b und 2b) aus den rechten
oberen Ecken des zweiten, dritten und vierten Quadrates entfernt:

Die verbleibenden Teile der Figur kénnen folgendermafien umgeordnet werden:

In Schritt L wird diese Figur viermal genommen. Das Ergebnis kann folgendermaflen angeordnet
werden:

13



4z + b+ 2b+ 3b

4 +b+2b+3b

Die Addition eines Quadrates der Seitenlinge b + 2b 4+ 3b (Schritt P) liefert ein vollstindiges
Quadrat der Seitenlénge 3z + b + 2b + 3b:

b+ 2b+ 3b
/—/%

b+ 20+ 3b

Ziehen der Wurzel aus diesem Quadrat (Schritt Q) liefert seine Seitenlédnge, 3x+b+2b+3b. Durch
Subtraktion von b+ 2b + 3b (Schritt R) erhélt man 42 und als dessen vierten Teil (Schritt T)
schlieBlich z, die kleinste der vier gesuchten Seitenléingen. Sukzessive Addition von b, dem Uber-
schuss von y gegeniiber x, von z gegeniiber y, und von w gegeniiber z (Schritte V, W und X)
liefern die Seitenldngen des zweiten, dritten und vierten Quadrates, y, z und w.
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Abbildung 1: Transliteration des neusumerischen Feldplans LN 40 (Brunke, 2012a). Der Flichen-

inhalt des erfassten Feldes betriigt ca. 730 ha.
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27')

SU.NIGIN, 8.4.1.0 gur
Se-bala-bi 8.4.1.0

SU.NIGIN, 0.1.0.0 indag GIS.AS
Se-bala-bi 0.1.0.0

SU.NIGIN, 1.3.3.8 silag indas sagaio

igi-5-gala-bi 0.1.4.31 silag 06 gigs gur

SU.NIGIN, 3.1.1.8 silag indag DU
5.3.3.93 silag 06 giga
igi-15-galy-bi 0.1.5.42 silag 02 gigy
SU.NIGIN; 02 35.3.1°.0% [silas ... ]
Se-bi 03 03.0.2.4 (silag) 12 gig, gur

Sag-bi-ta

3.2.3.0 indaz GIS.AS
1.2.2.8 silag indag ziz-KAL
Se-bala-bi 4.4.5.8 silag

01 03.4.2.5 silag (indag) saga;o gur
igi-5-gals-bi 12.3.5.3 (silag)

01 18.2.4.12 silag indag DU
02 45.0.5.5% silag
igi-15-gal>-bi 11.0.0.32 silag 02 gig4
6.3.0.0 dabin gur
LEERZEILE
[SU.NIGIN] 03" [02].3.5.93 silag

Insgesamt  (wovon?)
Dafiir Gerste-Aufschlag

Insgesamt indag GIS.AS
Dafiir Gerste-Aufschlag

Insgesamt indag sagajg
Davon ein Fiinftel

Insgesamt indag DU

Zwischensumme
Davon ein Fiinfzehntel

Insgesamt [...]

2

indag GIS.AS

8.4.1.0
8.4.1.0

0.1.0.0
0.1.0.0

1.3.3.8
0.1.4.3436

3.1.1.8

5.3.3.94 36
0.1.5.4 442

02 35.3.1.0a2...

03 03.0.2.4412

3.2.3.0

indag ziz-KAL 1.2.2.8

Dafiir Gerste-Aufschlag

indag sagajg
Davon ein Fiinftel

indag DU

Zwischensumme
Davon ein Fiinfzehntel

dabin

>

4.4.5.8

01 03.4.2.5
12.3.5.3

01 18.2.4.1a440

02 45.0.5.5 440
11.0.0.3442

6.3.0.0

03 02.3.5.94 20

Abbildung 2: Transliteration, Ubersetzung und schematische Darstellung der Wertumrechnungen
in dem neusumerischen Verwaltungstext FLP 800 (Sigrist u. a., 1984, Nr. 236). In dem gezeigten
Textabschnitt werden verschiedene Brotsorten (indag = “Brot”) sowie Standard-Gerstemehl
(dabin) auf verschiedene Weise in die Basis-Verrechnungseinheit Gerste (Se) umgerechnet. Der
erste Abschnitt verhandelt Wareneingénge, der zweite Warenausginge. Darstellung aus Brunke
(2011a, 79).
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Fuflinoten

IDiese Studie entstand im Rahmen des Projekts “Die Normativitit formaler Ordnungen und Prozeduren in
der Antike und im Mittelalter: Mathematische und rechtliche Regelsysteme im Vergleich” des Exzellenzclusters
“Normative Orders” an der Goethe-Universitdt Frankfurt am Main wihrend meiner Férderung durch das Ex-
zellenzcluster TOPOI “The Formation and Transformation of Space and Knowledge in Ancient Civilisations” in
Berlin. Sie wird zusammen mit den anderen Projektbeitrigen in der Reihe Karum — Emporium — Forum. Beitrige
zur Wirtschafts-, Rechts- und Sozialgeschichte des dstlichen Mittelmeerraums und Altvorderasiens erscheinen. Die
Transliteration der Originaltexte erfolgt kursiv fiir Akkadisch (z.B. mi-it-har-tum) und im Fettdruck fiir Sume-
risch (z.B. a-8ag). Tiefgestellte Zahlen (z.B. in libs oder Sag) dienen der Differenzierung von Homophonen. Die
Ziffern zur Notation der sexagesimal dargestellten Zahlen in den babylonischen mathematischen Keilschrifttexten
werden durchgehend zweistellig geschrieben (00, 01, 02, ..., 58, 59) und durch einen kleinen Zwischenraum von-
einander getrennt, z.B. 08 20 fiir 8 - 60 4+ 20 (= 500 in dezimaler Notation). Dabei wird 00 der Ubersichtlichkeit
wegen verwendet, z.B. 05 00 fiir 5- 60 (+ 0 - 1), obwohl “Null” in der Keilschrift nicht notiert wird. Das Symbol
“a” steht fiir ein “sexagesimales Komma”, das es ebenfalls nicht gibt, z.B. 01 a 25 fiir 1 + 25 - %

2Fiir einen allgemeinen Uberblick zur Mesopotamischen Mathematik und zu den Textformaten siehe z.B. Vogel
(1959), Neugebauer (1969) und Friberg (1987-90), fiir umfangreiche und erschépfende Detailstudien Neugebau-
er (1935-37), Neugebauer und Sachs (1945), Hoyrup (2002) und Friberg (2007), und speziell zum Thema der
gesellschaftlichen Verortung der Mathematik in Mesopotamien und ihres “Sitzes im Leben” Robson (2008). Fiir
Verzeichnisse publizierter mathematischer Texte mit Bibliographie siche Nemet-Nejat (1993, 251-290) und Robson
(2008, 299-342).

3Vgl. Nemet-Nejat (1993, 17-25).

4Es handelt sich um mathematische Aufgabenstellungen, teilweise mit und teilweise ohne Angabe des Lésungs-
wegs. Erstere finden sich sowohl einzeln (d.h. eine Tafel mit nur einer einzigen Aufgabe) wie auch zu mehreren,
in der Regel inhaltlich sortiert und nach Schwierigkeitsgrad angeordnet, auf Sammeltafeln. Ein Beispiel fiir eine
solche Sammeltafel ist BM 13901 (vgl. Fuinote 36), von der zwei Aufgaben in Abschnitt 3 behandelt werden.

5 Arithmetische Tabellentexte sind Multiplikations- und Reziprokentabellen, Tabellen von Potenzen, Wurzeln,
Logarithmen, etc.; bei metrologischen Tabellentexten handelt es sich um Listen von Langen-, Flichen- und Ge-
wichtsmaBen als Kombinationen von MaBzahl und Mafeinheit, ggf. mit Umrechnung in ein sexagesimales Aqui-
valentsystem. Zu diesen Texten siche Neugebauer (1935a, 3-94), Friberg (2007, 45-126), und zuletzt Proust (2007).
Zwei Beispiele:

1. Reziprokentabellen geben die Kehrwerte ganzer Zahlen, z.B. MLC 1670 (Clay, 1923, Text 37) mit der
allgemeinen Struktur (01) igi-n-galz-bi(-ams) % “01: der n-te Teil davon ist %”:

01 2 -bi 40  -amg
Su-ri-a  -bi 30
igi 03 galz -bi 20
igi 04 galy -bi 15
igi 05 galz -bi 12
igi 06 galz -bi 10

igi 08 galz -bi 0730
igi 09 galy -bi 0640

(3u-ri-a = “Halfte”). Als Werte fiir n stehen genau die sexagesimal-regulidren Zahlen (das sind solche,
deren Kehrwerte eine endliche Sexagesimalbruchentwicklung besitzen). Eintrige fiir sexagesimal-irregulére
Werte von n (7,11,13,14,17,...) fehlen; in dlteren Textvertretern (z.B. Ist.T 7375, Delaporte (1911, 131))
sind auch diese Werte fiir n gelistet und mit dem Hinweis nu “nicht” versehen, z.B. 29 igi nu “29: Inverses
(existiert) nicht”.

2. Quadratwurzeltabellen listen die Quadratwurzeln von Quadratzahlen (1, 4, 9, 16, etc.), z.B. im Format n2-e
n ibg-sag “aus n? ist n die Quadratwurzel”:

0l-e 01 ibg-sag 15 00-e 30 ibg-sasg
04-e 02 ibg-saz 16 01-e 31 ibz-sag
09-e 03 ibsz-sas 17 04-e 32 ibsg-sag

13 04-e 28 ibg-sas
14 01-e 29 ibaz-sag
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Textvertreter sind z.B. HS 226 (Hilprecht, 1906, Text 28) und CBS 14233 RS (Legrain, 1922, Text 22).

6Koeffizientenlisten sind Sammlungen geometrischer, physikalischer oder technischer Konstanten, Arbeits- bzw.
Leistungsparameter etc. Geometrische Konstanten sind beispielsweise Werte fiir v/2 (Lange der Diagonale ei-
nes Einheitsquadrats), das Verhéltnis des Kreisumfangs zum Kreisdurchmesser (entsprechend unserem ), das
Verhiltnis der Kreisfliche zum Quadrat des Kreisumfangs (entsprechend unserem i) etc.; physikalisch-technische
Konstanten beschreiben z.B. quantitative Materialeigenschaften etc. Das Akkadische Wort fiir “Koeffizient” ist
1gigubbd (< sumerisch igi-gub(-ba) “(fest)gesetzter Bruchteil 0.4.”). Zu diesen Texten siche Robson (1999). Als
Beispiele seien angefiihrt Ausschnitte aus den altbabylonischen Koeffizientenlisten TMS 3 (Bruins und Rutten
(1961, Text 3); zur Interpretation der Koeffizienten siehe Robson (1999, 34-40)):

2) 05 igi-gub Sag gurz Koeffizient des Kreises

3) 20 dal Sas gura Durchmesser des Kreises

4) 10  pi-ir-ku  Sag gursg Radius des Kreises

7) 15 igi-gub  Sag usz2-qa-ri Koeffizient des Halbkreises
8) 40 dal Sag uss2-qa-ri Durchmesser des Halbkreises
9) 20 pi-ir-ku $as usz-qa-ri Radius des Halbkreises

und A 3553 (Kilmer (1960, Text A); zur Interpretation der Koeflizienten siche Robson (1999, 125-129)):

18) 01 12 igi-gub urudu Koeffizient (von) Kupfer
19) 01 20 igi-gub zabar Koeffizient (von) Bronze
20) 012021 igi-gub AN.NA Koeffizient (von) Zinn
21) 01 36 igi-gub kug-babbar Koeffizient (von) Silber
22) 01 48 igi-gub kug-sigi7 Koeffizient (von) Gold

"Dies ist analog zu rechtlichen Regeln, die erst durch ihren Niederschlag in den Dokumenten der rechtlichen
Prazis, also z.B. in Prozessurkunden, als geltende Norm offenbar werden.

8Zeit der Dritten Dynastie von Ur (“Ur ITI-Zeit”), 21. Jhd. v. Chr. Fiir eine umfangreiche und detaillierte
Studie zu dieser Epoche und ihren Texten siche Sallaberger (1999).

9Siehe Deimel (1909, 109); Allotte de la Fuje (1915, 52); Dunham (1986, 33).
10Siehe Nissen, Damerow und Englund (1991, 110); Quillien (2003).

HFiir weitere Studien zu den neusumerischen Feldplinen mit vielen Beispielen siehe z.B. Liverani (1990) mit
Rezension von Maekawa (1992); Nissen u.a. (1991, 106-110); Friberg (2007, 137-146).

12Beispielsweise ist “gewohnliches Brot” oder “gewdhnliches Bier” soviel wert wie dieselbe Menge (im Hohlmaf)
Gerste, Bulghur (0.4.) soviel wie die anderthalbfache Menge Gerste, und Weizen soviel wie die doppelte Menge
Gerste.

13Sortiert nach Gattung, innerhalb einer Gattung nach absteigendem Gerste-Aquivalentwert.

14Beispielsweise werden verschiedene Produkte mit gleichem Gerste-Aquivalentwert nicht einzeln umgerechnet,
sondern ihre Mengen addiert und dann die Summe umgerechnet.

I5Fiir ausfiihrliche Betrachtungen zu diesen Umrechnungen siehe Brunke (2011a, 9-22, 79-85) und die Literatur
dort (S. 9).

160b eine eindeutige Zuordnung zu einer der beiden Kategorien im Einzelfall tatséichlich méglich ist, héngt
natiirlich wesentlich von unserem jeweiligen Kenntnisstand ab, was aber fiir die hier angestellten grundsétzlichen
Uberlegungen keine Rolle spielt.

17Von den mathematischen Regeln strikt zu unterscheiden sind Formulierungs- oder Codierungskonventionen
fiir Regeln (insbesondere fiir die komplexen Regeln, etwa die Losungsalgorithmen in den Aufgabentexten), d.h.
etablierte, aber keineswegs absolut verbindliche Formen der sprachlichen und methodischen Darstellung einer
Regel (z.B. eines Losungsverfahrens, aber auch von einfachen Regeln, etwa in Gestalt bestimmter Formate fiir
Koeffizientenlisten).

18Ein Beispiel hierfiir ist die Additivitit des Mafles, d.h. die Vorstellung, dass sich die GréSenwerte, die man etwa,
Streckenstiicken, Flichenstiicken oder Kérpern zuordnet (also Léngen, Flicheninhalte, Rauminhalte), in dem Sin-
ne additiv verhalten, dass etwa die Linge eines (iiberschneidungsfrei!) aus zwei oder mehreren Teilstreckenstiicken
zusammengesetzten Streckenstiicks oder Streckenzugs gleich ist der Summe der Léngen der Teilstreckenstiicke
(analog fiir Flichenstiicke und Flécheninhalte bzw. Kérper und Rauminhalte). Analoges gilt fiir Gewichte. Diese
gewissermaflen “natiirliche” Vorstellung, die die gesamte Geometrie grundlegend priagt — und die vermutlich allen
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Kulturen eigen war, die gemessen und/oder gewogen haben —, folgt nicht aus einfacheren oder grundlegende-
ren Tatsachen oder Einsichten, sondern diirfte unmittelbar aus der alltdglichen Erfahrung heraus als giiltig bzw.
wahr angesehen worden sein. (Das hier Gesagte gilt ebenso fiir die Isotonie des Mafes, d.h. die Vorstellung, dass
der Groflenwert, der einem Streckenstiick (Flidchenstiick, ...) zugeordnet ist, kleiner oder gleich ist demjenigen
GroBenwert, der einem Streckenstiick (Flidchenstiick, . ..) zugeordnet ist, in dem es vollstéindig enthalten ist.) Heu-
te ist diese Additivitit des Mafles eines der Axiome des als MafStheorie bezeichneten Teilgebietes der modernen
Mathematik.

19Beispielsweise ist die Festlegung des Einheitsflichenstiicks als dasjenige Quadrat, dessen Kanten die Linge

des Einheitslangenstiicks haben — und damit letztlich die Koppelung der Flichen- an die Langenmessung —

eine solche Ubereinkunft. Aus ihr und der Additivitit des Mafes (vgl. FuBnote 18) folgt z.B die abgeleitete

Regel (s.u.), dass der Flicheninhalt eines Rechtecks als Produkt der beiden Seitenldngen zu berechnen ist und

weiters die Verfahren zur Berechnung der Flacheninhalte anderer geradlinig begrenzter Fliachenstiicke. Vgl. Brunke

(2011b, 114-116); auch Brunke (2012b, 9-12). Ein weiteres Beispiel fiir eine solche Ubereinkunft/Festsetzung ist
UZ

moglicherweise die Bestimmung des Flicheninhalts eines Kreises als 75, wobei U der Kreisumfang ist, was der
[{Pn)

Festsetzung dessen, was wir “7” nennen, auf den Wert 3, der dann freilich (als Resultat einer Ubereinkunft/
Festsetzung) nicht einfach nur eine Niherung ist, siehe Brunke (2011b).

20Damit soll nicht angedeutet werden, dass es genau definierte Schlussregeln gegeben habe. Die Herleitung
solcher abgeleiteter Regeln — von denen uns in der Regel nicht bekannt ist, wie man auf sie gekommen ist,
wie also der Schlussfolgerungsprozess ausgesehen hat — mag im Einzelfall durchaus rein intuitiv erfolgt sein. In
jedem Fall aber miissen sie aus den Grundregeln und anderen, bereits frither aufgefundenen abgeleiteten Regeln
hervorgegangen sein. Dabei scheint es, dass sich zwei wichtige Schluss- bzw. Herleitungsmethoden identifizieren
lassen: das der Mittelung und das der Analogiebildung. Siehe unten.

21Ein Beispiel sind die Regeln zur Berechnung der Flicheninhalte von Rechtecken und anderer geradlinig be-
grenzter Flichenstiicke (siehe Fuinote 19), wie etwa von Dreiecken, Trapezen, reguldren Fiinf-, Sechs, und Sie-
benecken etc.

22Und nicht etwa eine Abfolge von nacheinander angewandten Regeln, z.B. innerhalb des Algorithmus zur
Losung einer Aufgabe. Diese ist kein Regelsystem, sondern eine Regel.

23Beispiele fiir Regelsysteme wiren demnach etwa

1. die Regeln zur Berechnung der Fldcheninhalte von reguliarem 5-Eck, 6-Eck, 7-Eck aus der Seitenlinge;
die Meta-Regel wire dann das Prinzip der Approximation der n-Ecke durch einen Kreis (Vogel, 1959, 69-
70), die auch fiir andere Werte von n anwendbar ist und analoge, bislang allerdings im Textbefund nicht
nachgewiesene Regeln liefert,

2. das System der Wertumrechnungen in den administrativen Texten (s.o.).

Auch eine “parameterabhingige” Regel kann als Spezielfall eines Regelsystems begriffen werden, z.B. das allgemein
formulierte quadratische Gleichungssystem mit n > 2 Unbekannten in BM 13901, Nr. 18, siehe unten.

24Vgl. Fufinote 20.

25Beispielsweise kommt das Prinzip Analogiebildung bei der Ableitung der Regel zur Ermittlung des Raum-
inhalts eines (planparallelen) Kegelstumpfs als Produkt aus seiner Héhe und dem Mittelwert der Flicheninhalte
von Boden- und Deckfliche (BM 85194, Vs. iii 23-30 (Neugebauer, 1935a, 176)) zur Anwendung, und zwar als
Analogiebildung zur Regel fiir die Berechnung des Flidcheninhalts eines Trapezes (Produkt aus dem Mittelwert
der Langen der beiden parallelen Seiten und der Hohe). Das Prinzip der Mittelung bei der Ableitung der Regel zur
Berechnung der Rauminhalts einer Rampe mit trapezférmigen Querschnitten variabler Boschung als Produkt aus
dem Mittelwert der kleinsten und der grofiten Hohe, dem Mittelwert der Mittelwerte der vorderen und der hinteren
parallelen Trapezseiten, und der Linge: BM 85194, Vs. i 1-12 (Neugebauer (1935a, 165), Brunke (2012b, 18-21)).
Zwar sind diese Regeln nach heutigem Versténdnis falsch, aber da sie durch Anwendung dieser grundlegenden
Schlussregeln abgeleitet wurden, kann man sie durchaus als im Rahmen des Mesopotamischen mathematischen
Denkens “intrinsisch richtig” ansehen. Moglicherweise ist auch die Regel zur Ermittlung des Fliacheninhalts eines
unregelmifBigen Vierecks als Produkt der Mittelwerte der Langen einander gegeniiberliegender Seiten das Resul-
tat einer Analogiebildung zum Trapez; fiir andere mogliche Urspriinge dieser Regel sieche Damerow (2001, 258f.,
282ff.) und Brunke (2015, 5-7).

26 Gemeint ist mit der vorgeschlagenen Entsprechung das Folgende: es gibt rechtliche Grundregeln oder Grund-
tatsachen (Fundamentalien), wie z.B., dass man nicht ohne Grund jemanden aus der eigenen Gemeinschaft toéten
darf. Daraus abgeleitet sind die vom Menschen festgelegten Gesetze (positives Recht), die z.B. regeln, was passiert,
wenn jemand gegen die Grundregeln verstoBt, also etwa jemanden (ohne hinreichenden Grund) tétet. Natiirlich
sind diese Gesetze nicht abgeleitet im Sinne einer mathematischen oder logischen Deduktion, sie sind aber die
Konsequenz aus der Existenz der Grundregel. Das oben als “Methodenregeln/Schlussregeln” bezeichnete Ab-
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leitungsprinzip kénnten z.B. das Gerechtigkeitsempfinden, gottliche Vorgaben o.4. sein. Dass die Grundregeln
nirgendwo explizit notiert sind, haben sie mit den mathematischen Grundregeln gemein (s.u.).

27Vgl. hierzu Yu. Manins entsprechende Ausfithrungen zum Thema Beweis: “A proof becomes a proof only after
the social act of ‘accepting it as a proof.” (Manin, 2010, 45).

28Natiirlich sind die Kategorien “implizit” und “explizit”“das Resultat der Sicht von heute auf den Textbefund
und damit abhéngig von der Uberlieferungslage bzw. vom Uberlieferungszufall.

29Dies sei deshalb betont, weil in der Diskussion der Projektgruppe vor allem der sprachliche Ausdruck in
Gesetzestexten und mathematischen Aufgabentexten im Mittelpunkt steht, der aufgrund von deren Natur als
prozedurale Texte Ahnlichkeiten aufweist: erstens im Aufbau (algorithmische Struktur, siehe Ritter (1998); bei
mathematischen Losungsverfahren mit riickbeziiglichen und verweisenden Elementen), und zweitens in der Ver-
wendung bestimmter grammatikalischer Formen (im Fall der babylonischen mathematischen Aufgebentexte Fokus
auf Imperativ und Présens). Entsprechendes findet man auch in den altbabylonischen Kochrezepten (Bottéro,
1995). In diesem Zusammenhang ist Wert auf die Feststellung zu legen, dass flektierte Verbformen im Présens
oder Imperativ in den babylonischen mathematischen Aufgabentexten keineswegs die einzigen Ausdrucksmittel
zur Formulierung der einzelnen Lésungsschritte/Anweisungen sind. Héufig finden sich stattdessen

1. Nominalformen sumerischer Verben (“Partizipien”), z.B. in BM 85194 (Neugebauer (1935a, 142-193), Neu-
gebauer (1935b, Tafeln 5, 6)), RS i 21-24: igi 36 ... dug-a 01 40 ta-mar ; 01 40 a-na 36 -3i 01 ta-mar
; 01 gar-ra ; 25 ... a-na 36 i-37 15 ta-mar ; 15 i-na 01 ba-z[i] 45 ta-mar ... ; 15 a-na 01 tah-ha 01 15
ta-mar “Das Inverse von 36 ... gebildet (Partizip), 01 40 siehst du ; 01 40 mit 36 multipliziere (Imperativ),
01 siehst du ; 01 hingesetzt (d.h. niedergeschrieben, Partizip) ; 25 ... mit 36 multipliziere (Imperativ),
15 siehst du ; 15 wird von 01 abgezogen (flektiert, unpersénlich), 45 siehst du ... ; 15 zu 01 hinzugefiigt
(Partizip), 01 15 siehst du”

2. oder auch iiberhaupt keine Verben. So z.B. sehr oft Minimal-Nominalsitze wie “20 ug 20 ; 40” oder auch 20
us 20 ; 06 40 (wie in BM 13901, Aufbabe 18, Zeilen 41-42 im ersten Textbeispiel von Abschnitt 3); in diesem
Fall also so verkiirzt, dass erst durch den “Comment” (40 bzw. 06 40) klar wird, ob mit ug “und” Addieren
oder Multiplizieren gemeint ist. Auch das Ziehen einer Quadratwurzel wird m.W. nie durch eine Verbform
ausgedriickt, sondern immer durch einen sumerischen Nominalsatz, wie z.B. 10 25-e 25 iba-saz “aus 625
ist 25 die Quadratwurzel” in BM 13901, Aufgabe 9, Zeile 7 im zweiten Textbeispiel von Abschnitt 3.

Es ist klar, dass diese Schritte von demjenigen, der den Algorithmus anwendet, durchzufiihren sind, da sie Bestand-
teil des Losungsverfahrens sind; dennoch werden sie nicht als Anweisungen (Imperativ oder Prisens) formuliert,
sondern als Feststellungen (“die Wurzel aus 625 ist 25”). Nicht selten wird die “Anweisung” zur Durchfiihrung ei-
ner Operation auch durch eine Frage, gefolgt von einem Nominalsatz, ausgedriickt So z.B. BM 96957 + VAT 6598
(Robson, 1999, 231-244), RS i 28-29: ... 01 40 ta-mar en-nam iba-saz 10 ibz-saz “... 01 40 (= 100) siehst du.
Was ist die Quadratwurzel? 10 ist die Quadratwurzel”. So auch regelmifig, wenn das Inverse einer sexagesimal
irreguléren Zahl benétigt wird, z.B. BM 13901, Aufgabe 10 (VS ii 11-18), Zeilen 15-16, wo 21 15 00 (= 76500)
durch 01 25 (= 85) geteilt werden soll: igi 01 25 uz-la ip-pa-ta-ar mi-nam a-na 01 25 lu-us-ku-un Sa 21 15 i-na-
di-nam “Das Inverse von 01 25 (= 85) kann nicht geldst/gefunden werden (nédmlich in einer Reziprokenliste, vgl.
Beispiel 1 in Fufinote 5). Was soll ich zu 01 25 setzen (d.h. dazumultiplizieren), was 21 15 00 (= 76500) ergibt?”
(Die Antwort, 15 00 (= 900), wird nicht eigens genannt, sondern sofort im nichsten Schritt weiterverarbeitet:
15-e 30 ib2-sa2 “aus 15 00 (= 900) ist 30 die Quadratwurzel”). Bleibt zu erwéhnen, dass sich bisweilen natiirlich
auch Prekativformen sumerischer Verben finden, z.B. in dem von einzelnen akkadischen Wortern abgesehen rein
sumerisch geschriebenen Text Straflburg 367 (Frank, 1928, Text 10), VS 7-8: 01 ug 03 hez-gar ; 01 ug 03 gar-gar
04 ; “01 und 03 sollen addiert werden ; 01 und 03 addiert: 04”. Dies findet sich in Akkadischen und Sumerischen
Gesetzestexten meines Wissens nicht.

3080 ist etwa die Phrase “5: Koeffizient des Kreises” (z.B. 05 igi-gub §as gurs oder 05 igi-gub ki-pa-tim o.4.;
fiir Belegstellen siehe Robson (1999, 34-35)) in einer Koeffizientenliste gleichwertig mit der Anweisung “multipli-
ziere das Umfangsquadrat (eines Kreises) mit 5, um den Flicheninhalt zu erhalten” in einem Aufgabentext (z.B.
Bohl 1821, 13-14 (Leemans, 1951): 15 a-na 05 igi-gub-ba [gurz] / -§¢ 01 15 iri gibila ta-mar “15 (= das im
vorangehenden Schritt ermittelte Quadrat des Kreisumfangs) mit 05, dem Koeffizienten [des Kreises] / multipli-
ziere! 01 15, die neue Stadt (hier der gesuchte Fldcheninhalt des Kreises) siehst du.”). Erstere ist eine implizite
Aussage dariiber, wie man aus dem Umfang eines Kreises seinen Flicheninhalt berechnet — hier wird die Regel
nicht als Anweisung formuliert, sondern iiber das Wort igi-gub als Regel kenntlich gemacht —, zweitere eine
explizite. Ersteres setzt die Kenntnis der Bedeutung des Koeffizienten 5 im vorliegenden Kontext voraus, letzteres
nicht unbedingt. Bisweilen, aber keineswegs immer, wird in einem Aufgabentext eine solche Grofle wie in diesem
Beispiel die 5, ausdriicklich als Koeffizient angesprochen (so wie in dem Beispiel Bshl 1821 oben). Man kann wohl
sagen, dass die Regel in den Koeffizientenlisten formuliert und in den Aufgabentexten angewandt wird, womit
das Auftreten hinreichend vieler derartiger Verwendungen in Aufgabentexten als Beleg fiir die Normgiiltigkeit der
Regel herangezogen werden kann.
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31Beispielsweise ist die Regel von der Additivitit des MaBes nur implizit im Textbefund greifbar, dies allerdings
wegen ihrer fundamentalen Bedeutung reichlich. So unter anderem in den aus ihr folgenden (abgeleiteten) Regeln
zur Berechnung der Rechtecksfliche und anderer geradlinig begrenzter Fliachenstiicke. Z.B. des regulédren 5-, 6-
und 7-Ecks in der Koeffizientenliste TMS 3 (Bruins und Rutten, 1961, Text 3), 26-28: 01 40 igi-gub Sas sag-5 //
02 37 30 igi-gub $ag sag-6 // 03 41 igi-gub Sas sag-7 “01 a 40: Koeflizient des 5-Seits / 02 a 37 30: Koeflizient
des 6-Seits // 03 a 41: Koeflizient des 7-Seits” (fiir die Interpretation siche Vogel (1959, 69-70), Robson (1999, 48-
50)); vgl. FuBnote 19. Ferner in graphischen Abbildungen, die die Zerlegung einer Figur zum Zweck der Berechnung
ihres Flidcheninhaltes als Summe der Teilflichenstiicke zeigen (z.B. fiir das reguléire 6- und 7-Eck in TMS 2 (Bruins
und Rutten, 1961, Text 2); Transliteration z.B. in Friberg (2007, 218)), und in den neusumerischen Feldplénen
(s.0.).

32Dasselbe gilt fiir die “Methodenregeln/Schlussregeln” (sieche Ende von Abschnitt 1.2). Auch hier ist die Evi-
denz rein implizit, etwa im Falle der Ableitung der Regel fiir die Berechnung des Rauminhalts eines Kegelstumpfes
durch Analogieschluss durch die “Einsortierung” der fraglichen Aufgabe in einen Kontext mit Trapezflichenbe-
rechnungen; vgl. Fufinote 25.

33Beachte aber FuBnote 28!
34Vgl. beispielsweise Ritter (1998).

35Davon unberiihrt ist die (sanktionierte) Mdoglichkeit der Bereitstellung und Verwendung einfacherer Werte
oder von Werten reduzierter Genauigkeit, die die praktische Anwendung vereinfachen. So gibt es ein Beispiel fiir
gerundete Werte bei den Wertéquivalenzumrechnungen, némlich fiir das Produkt babirg sagaio (“gutes Bierbrot,
guter Sauerteig 0.4.”, eine Zutat beim Bierbrauen): Neben dem regelhaften exakten Wert 1% finden sich (selten)
die mithilfe der benachbarten sexagesimal-reguléren Zéhler gendherten Werte 1% (= 1%) und 1% (= 1%); siehe
Brunke (2011a, 17-18, Bemerkung 2.12). Im Bereich der geometrischen Koeffizienten sind hier beispielsweise die
beiden (verschieden genauen) Approximationen fiir den Wert von v/2 in den Koeffizientenlisten zu nennen: 01 & 25
in TMS 3, 31 (Bruins und Rutten, 1961, Text 3) und 01 424 51 10 in YBC 7243, 10 (Neugebauer und Sachs,
1945, 136; Tafeln 23, 49); letzterer findet sich auch (mit Zeichnung) auf der geometrischen Schiilertafel YBC 7289
(Neugebauer und Sachs, 1945, 42). (Die beiden Werte kénnen als der zweite und der gerundete dritte Schritt des
“babylonischen Wurzelalgorithmus” zum Startwert 1 interpretiert werden, siehe Neugebauer und Sachs (1945,
42).)

36Die Tafel wurde zuerst von Thureau-Dangin (1936a, 27ff.) und Thureau-Dangin (1936b, 83-84) untersucht
und nochmals in Thureau-Dangin (1938, 1-10). Eine Neubearbeitung des Textes mit detaillierten Analysen und
Kommentaren gibt Neugebauer (1937, 1-14). Die hier betrachtete Aufgabe RS i 39-49 wird auch von Hgyrup
(2002, 108-110) behandelt.

37So fehlt zum Beispiel sogar die Frage nach den gesuchten Gréfen.

38Zwei Bemerkungen zur Ubersetzung. (1) Der Verstindlichkeit halber verwendet die Ubersetzung moderne
Terminologie und lisst die spezielle Art des Akkadischen Ausdrucks fiir bestimmte mathematische Operationen
unberiicksichtigt, z.B. dass “abziehen” wortlich als “herausreiflen” wiederzugeben wire oder dass es verschiedene
kontextabhingige Worter fiir “addieren” und “multiplizieren” gibt. Fiir die grundlegenden Untersuchungen zu
derartigen Fragen des sprachlichen Ausdrucks in den mathematischen Texten siehe Hgyrup (1990) und Hgyrup
(2002), sowie fiir eine Extremform einer Wort-fiir-Wort-Ubersetzung unseres Textbeispiels Hgyrup (2002, 108-109).
(2) In Zeile 47 gibt der Text das “Inverse von 3 (, der Anzahl der) Quadrate(n)” (Schritt Q) als 20 an, was als %

(= %) zu interpretieren und in der Ubersetzung auch so wiedergegeben ist. Es folgt aus den Besonderheiten der in
den babylonischen mathematischen Texten verwendeten relativen Positionsnotation der Zahlen, dass beispielsweise
die Zahlen 20, 20 - % und 20 - 60 auf die selbe Art, namlich einfach als “20” notiert werden. Siehe zum Beispiel
Friberg (1987-90, 533-537).

39Es ist ein charakteristisches Merkmal vieler mathematischer Aufgabentexte, dass die Aufgabenstellung in
der ersten Person Singular erfolgt und die Lésung an eine zweite Person Singular (maskulin) gerichtet ist. Die
einzelnen Lésungsschritte werden entweder als Anweisungen im Présens (wie in diesem Textbeispiel ausschlie8lich)
oder Imperativ formuliert oder unpersénlich durch Nominalformen (“Partizipien”) sumerischer Verben oder durch
reine Nominalsétze, vgl. FuBinote 29. Ebenso kann eine Aufgabenstellung unpersonlich eingeleitet werden: z.B.
BM 96957 + VAT 6598 (Robson, 1999, 231-244), RS i 25: Sum-ma ka2 40 kusg sukud 41 15 sig-li-ip-tum dagal
en-nam “Wenn ein Tor (gegeben ist), 40 Ellen die Hohe, 41 15 die Diagonale. Die Breite ist was?” (die Angabe der
Hohe ist fehlerhaft, gemeint sind 00 a 40 nindan = 8 Ellen). Dabei kann auch bereits in der Aufgebenstellung die
zweite Person direkt angesprochen werden, z.B. BM 85194, VS ii 19-20: bads 015* us 30 mu-hu 01 saz-sumg 06
sukud sahar-hi-a ; a-na 1 luz us pu-lu-uk “Eine Mauer: 01 00 die Lénge, 00 a 30 die Oberseite, 01 die Basis, 06
die Héhe. Volumen. Fiir einen Mann grenze (anteilig) die Linge ab” (die Mauer hat trapezférmigen Querschnitt;
Oberseite und Basis sind die beiden parallelen Seiten dieses Trapezes). Der Schiiler wird also aufgefordert, das
Volumen und den anteiligen Abschnitt eines Arbeiters daran (aufgrund eines Arbeitspensums) zu ermitteln.
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40Beachte, dass die Gleichungen (ii) und (iii), also y = x-+bund z = y-+b aus der Aufgabenstellung “Quadratseite
tiberragt Quadratseite um 10” noch gar nicht hervorgehen. Denkbar wire hier auch z.B. z = y = z + b. Dass
tatséichlich das oben genannte Gleichungssystem gemeint ist, folgt erst aus dem Lésungsverfahren und ganz explizit
aus den Zeilen S und T.

41Dje Erkenntnis, dass die Losungsmethoden derartiger algebraischer Aufgabenstellungen auf “cut-and-paste
geometric operations” zuriickgehen, ist Jens Hgyrup zu verdanken. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung mit vielen
Beispielen siehe etwa Hgyrup (2002) und Hgyrup (2010). Ob es tatséchlich genau die im Folgenden vorgestellten
Figuren waren, anhand dener man die Aufgabe gelost oder moglicherweise die Aufgabenstellung auch konstruiert
hat, bleibt offen, da der Text selbst ja keine Diagramme enthilt und auch keine Angaben zu einem etwaigen
“Umschichten” von Figuren oder Teilen davon macht.

420der eher, dass die vorliegende Aufgabe eine von vielen méglichen analogen Problemstellungen mit beliebi-
gen Anzahlen von Quadraten ist. Diese Einsicht geht auf Neugebauer (1937, 13) zuriick, der feststellt, dass “aus
der ganzen Formulierung deutlich hervorgeht, daf hier der Fall von drei Unbekannten nur als Spezialfall einer
analogen Aufgabe ... fiir eine beliebeige Anzahl n von Unbekannten angesehen wurde.” Also liegt hier ein gewis-
sermaflen durch n, die Anzahl der Quadrate, parametrisiertes System von Aufgaben vor, weshalb das angegebene
Losungsverfahren als (parametrisiertes oder parameterabhiingiges) Regelsystem angesprochen werden kann; vgl.
Fufinote 23.

43Vgl. Neugebauer (1937, 13).

44Bemerkenswerterweise findet sich hier keine Angabe der Art “2, (die Anzahl der) Quadrate”; und tatsichlich
lasst sich dieses Verfahren nicht auf den Fall von mehr als zwei Quadraten verallgemeinern oder iibertragen. Der
Grund, dieses Verfahren dem allgemeingiiltigen vorzuziehen, mag darin bestanden haben, dass es einfacher ist.

45Vgl. Brunke (2015, 11-12).
46Fiir eine andere diagrammatische Interpretation siehe Hgyrup (2002, 68-70).

47Dje entsprechenden Ausfiihrungen beispielsweise fiir die Fille n = 5 oder n = 6 seien — um eine in der moder-
nen mathematischen Literatur beliebte Phrase zu missbrauchen — der Leserin/dem Leser zur Ubung iiberlassen.
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